Egyenes és ellipszis érintkezésérol

Az interneten talalt [ 1 ] munka hivta fel a figyelmiinket a cimbeli témara. Most errdl lesz
sz0. Ehhez tekintsiik az 1. abrat is!

b2x?+ a?y? = a® b?

1. abra
[tt egyiitt abrazoltuk az
2 2
z—2+2’—2=1—>b2-x2+az-yZ=az-b2 (1)
egyenleti tiirkiz ellipszist, valamint az
Y=k-x+d (2)

egyenletii pink egyenest. Feltiintettiik az ellipszis egy E1( X1 , Y1 ) pontjat is, tovabba az
ugyanazon X; koordinatahoz tartozé L; egyenes - pontot is.
Az egyenes és az ellipszis akkor bir kozos ponttal, ha a feltiintetett ordinata - kiilonbségre:

§=Y—y1=Y(x) —y(x1) =0 - Xegy = Xell » Yegy = Yell » (3)

vagyis az ellipszis E; és az egyenes L; pontjai egybeesnek. Ez egy nyilvanval6 tény.



Ekkor (1), (2)és (3 )szerint —az ; indexet elhagyva —:
b?-x*+a’ - (k-x+d)*>=a® b?,

b?-x*+a’ - (k> x*+2-k-x-d+d?) =a*-b?,

x?-(b*+a* k*)+x-(a*-2-k-d)+a*-d*=a*-b?,

(b +a*-k?) x>+ (a*-2-k-d)-x+a*-(d*—b*) =0. (4)

A (4) masodfoki egyenletet a megoldo - képlettel megoldva:

. —(az-Z-k-d)i\/(az-2-k-d)2—4-(b2+a2-k2)-a2-(d2—b2)
X0;1,2 = 2-(h2+a?-k2) ' (5)

Az ellipszis és az egyenes k6z0s pontjainak szama 0, 1 és 2 lehet — 1. abra; itt nekiink csak
az érintési pontra van sziikségiink, vagyis csak 1 darab megoldasra. Ennek matematikai

feltétele az, hogy a négyzetgyok alatti mennyiség zérus legyen, azaz:
(a2 k-d)?—4-(b*>+a* k*)-a’-(d*—-b*)=0; (6)

Kifejtve:

4-9* k?>-d*—4-a*>-(b*>-d*+a*-k?*-d*—b*—a*-b*-k*) =0,

4-* k>-d*—4-a*>-b*-d’—4-a* - k?*-d*+4-a*-b*+4-a*-b*-k*=0,
—4-q%-b*-d*+4-a*-b*+4-a*-b*-k*=0,
4-a%-b?-(a®-k*+b?>—d?*) =0, innena?-b?# 0 miatt:

d? = a® - k? + b2 (7)

Most (5),(6)és (7) - tel az érintkezési pont abszcisszaja, (7 ) - tel is:

—(a?-2:k-d)£0 2 k-d o kd 2 k .
Xo= "7 =-""a" " =—Q4""—=—qa" -, tehat:
0™ 2.(b2+a%k?) b2+a2-k? d? d
k
Xg=—a’-~. (8)

Az érintkezési pont ordinataja az egyenes egyenletébdl, (7)) - tel is:
d?—a?k? _ b?

k ,
yozk-x0+d=—a2-g-k+d= y — » tehat:
bZ
Yo=7- (9)

Az ellipszis érint6jének iranytangense az érintési pontban —[2]—, (8 ) és (9 ) - cel is:

8Py = —— = =—— —7-=k =tg@,,, , tehat:

tg Per = tg (pegy ’ ( 10 )




a varakozasnak megfelelden.

M1. Sokaknak az itteniek ismertek lehetnek, akar kozépiskolai tanulmanyaikbol is; vagy
nem, mert ( ez is ) kimaradt. Tapasztalatbol tudjuk, hogy néha nem art ismételni.

M2. Az 1. dbran az ellipszis E; pontbeli érintdje €s a magenta egyenes parhuzamosra lett
felvéve. Ez talan kicsit megkonnyiti a megértést. A bordd egyenes altalanos helyzetii.

M3. Most legyen az egyenes egyenlete
Ax+B-y+(C=0 (11)

alakt! Ekkor rendezéssel, (2 ) - vel is:

B-y=—-C—-A-x - y=—§—§-x=k-x+d, innen:

=—, k=-%. (12)
Majd (7 )és (12) - vel:
d?=a? kP 4+br - S=at Ayt > C2=al A4 b? B2 (13)

A (13 ) eredmény megfeleldje megtalalhato [ 3 | - ban is, ahol Iényegében azt irjak, hogy
haa (11 ) egyenes érinti az ( 1) ellipszist, akkor fenndll ( 13 ).

M4. Fentebb a kozépiskolai tanulmanyokra hivatkoztunk. Nem tesziink ugy, mintha nem
tudnank rola, hogy

~ az egyik kozépiskola és a masik kozépiskola nem egyforman veszi komolyan a tenni -
valoit;

~ nem mindig képesek elvégezni az el6irt tananyagot. ( Mostanaban — a jarvany miatt —
pedig még inkabb ez a helyzet.)

Azt mar kozépiskolas korunkban is tudtuk — mert tapasztalatokat szereztiink rola —, hogy
a matektanarok sem csereszabatosak. Ez a helyettesitéseknél szinte rogton kideriilt.

Aztan tanarként mar beliilrél — a tanari oldalrol — is megtapasztaltuk, hogy ki hogyan fogja
fel tanari teendéit. Ez is az oka annak, hogy nem veheté magatol értetédének, hogy valaki,
aki kozépiskolaba jart, mar a kozépiskolai tanulmanyai soran talalkozott egy a kozépisko -
lai tananyaghoz tartoz6 anyagrésszel. Talan kevesebben vannak, de léteznek olyanok is,



akik késobb potoljak hianyossagaikat. Ok féleg a tovabbtanulok lehetnek.
A pétlasban segithetnek az interneten talalt irasok is, a tan - és segédkonyvek mellett.

M5. Most vessziik észre, hogy ismét az a helyzet allt el6, hogy egy ( tanar - )szakmainak is
mondhato6 téma kapcsan megint csak ,,0sztjuk az észt”. Ezt sokan ,,riihellik”, talan néha mi
magunk is; amde nem lehet elsiklani azon tény felett, hogy elképeszté méreteket 6ltott a
muveltség - hiany. ( Aki nem hiszi, kapcsolja be a TV - t. Ott mar direkt erre épitett szora -
koztaté miisorokkal szolgaljak ki az erre kivancsiakat. ) Ki tudja, talan mégis létezhet az
olyan Olvaso, akinek az ilyen irasok segithetnek 6sszerakni magaban par dolgot, pozitiv
céljai elérése érdekében. ( Egyszer azt kérdezte egy baratom, hogy miért nem irok. Azt
valaszoltam, hogy irok én. Most ezt kiegészitem annyival, hogy ezek talan nem versek,
nem zenék, nincs miivészi értékiik, de segithetnek mas megvilagitasba helyezni életiink
bizonyos — szerintem fontos — dolgait. Akar a matekozas apropojan is.)
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